
राानीी रत्नाामंजंुरुीी नेे एक इच्छाापत्र (वसीीयतनाामाा) लि�खाा थाा जि�समें ं उनके रत्नोंं केे वि�वरण केे 
सााथ-सााथ एक पहेलेीी भीी सम्मि�िलि�त थीी। इच्छाापत्र पढ़नेे केे समय राानीी केे पुतु्र खोोईसनााम और 
उनके 99 संंबंंधि�योंं कोो आमंतं्रि�त कि�याा गयाा। राानीी अपनेे सभीी रत्न अपनेे पुतु्र कोो देनेाा चााहतीी थीी 
परंंतु ुराानीी कोो ज्ञाात थाा कि� यदि� मैंनेंे ऐसाा कि�याा तोो मेरेेे सभीी 99 संंबंंधीी मेरेेे पुतु्र कोो सदैवै कष्‍‍ट देतेेे 
रहेंगंेे। राानीी जाानतीी थीी कि� उसने अपनेे पुतु्र कोो वेे सभीी बाातंें सि�खाा दीी हैं ंजोो उसेे इच्‍‍छाापत्र में ंदीी गई 
पहेलेीी काेे� हल करने में ंआवश्यक होंंगीी। राानीी नेे अपनेे इच्छाापत्र में ंजोो लि�खाा वह इस प्रकाार है–ै– 

“मैंनेंे एक पहेलेीी बनााई है।ै यदि� आप सभीी 100 व्‍‍यक्‍ति�ि� इसेे एक सााथ हल कर लेेतेे हैं ंतोो रत्नोंं 
कोो सभीी समाान रूप सेे बाँँ�ट लंेंगेे। आप में ंसेे यदि� कोोई भीी व्‍‍यक्‍ति�ि� इसेे सबसे पहले हल कर लेेताा है ै
तोो वह सभीी रत्नोंं काा उत्तरााधि�काारीी होोगाा। आप सभीी कोो शुभुकाामनााएँँ!”
खोोईसनााम एवंं उसके 99 संंबंंधि�योंं कोो मंतं्रीी एक गुपु्‍‍त कक्ष में ंलेे गए जि�समें ं100 लॉॉकर थेे।

मंतं्रीी नेे पहेलेीी कीी व्यााख्याा इस प्रकाार कीी–– 
“प्रत्येेक व्‍‍यक्‍ति�ि� कोो 1 सेे 100 तक कीी संंख्यााओं ंमें ंसेे एक संंख्याा दीी जाातीी है।ै”
•	 संंख्‍‍याा 1 वाालाा व्‍‍यक्‍ति�ि� प्रत्येेक लॉॉकर कोो खोोलताा है।ै
•	 संंख्‍‍याा 2 वाालाा व्‍‍यक्‍ति�ि� प्रत्येेक दूसूरे लॉॉकर (दूसूराा, चौौथाा, छठवाँँ�) कोो घुमुााताा है ै(अर्थाा�त 

यदि� लॉॉकर खुलुाा है ैतोो उसेे बंंद कर देतेाा है ैऔर यदि� लॉॉकर बंंद है ैतोो उसेे खोोल देतेाा है)ै।
•	 संंख्‍‍याा 3 वाालाा व्‍‍यक्‍ति�ि� प्रत्येेक तीीसरे लॉॉकर (तीीसराा, छठवाँँ�, नौौवाँँ�…) कोो घुमुााताा है।ै
•	 संंख्‍‍याा 4 वाालाा व्‍‍यक्‍ति�ि� प्रत्येेक चौौथेे लॉॉकर कोो घुमुााताा है ै(चौौथाा, आठवाँँ�, बाारहवाँँ�…)

यह प्रक्रि�याा तब तक नि�रंतर चलतीी रहेगेीी जब तक सभीी 100 व्‍‍यक्‍ति�ि�योंं कीी बाारीी नहींं आ जाातीी है।ै 
अंतं में ंकुुछ हीी लॉॉकर खुलेुे रह जाातेे हैं ंजि�न पर अंकंि�त संंख्‍‍याा रत्‍‍नोंं केे वि�षय में ंगुपु्‍‍त संंकेेत 

(कोोड) बताातीी है।ै”

वर्गग और घन1

प्रक्रिया के आरंभ होने से परू््व ही खोईसनाम को समझ मेें आ गया कि  
अतं मेें कौन-से लॉकर खलेु मिलेेंगे। बताइए कि उसन इस उत्तर को कैसे 
ज्ञात किया होगा? 
सकेंत — पता लगाइए कि प्रत््ययेक लॉकर कितनी बार घमुाया गया। 
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यदि� एक लॉॉकर कोो वि�षम संंख्याा में ंघुमुाायाा (खोोलाा याा बंंद) जााए तोो वह खुलु जााएगाा। अन्यथाा 
वह बंंद रहेगेाा। एक लॉॉकर कोो जि�तनीी बाार घुमुाायाा गयाा है ैवह उस लॉॉकर संंख्याा केे गुणुनखंडंोंं कीी 
संंख्याा केे समाान होोताा है।ै उदााहरण केे लि�ए लॉॉकर संंख्याा 6 केे 
लि�ए संंख्‍‍याा 1 वाालाा व्‍‍यक्‍ति�ि� इसेे खोोलताा है,ै संंख्‍‍याा 2 वाालाा व्‍‍यक्‍ति�ि� 
इसेे बंंद करताा है,ै संंख्‍‍याा 3 वाालाा व्‍‍यक्‍ति�ि� इसेे खोोलताा है ै और 
संंख्‍‍याा 6 वाालाा व्‍‍यक्‍ति�ि� इसेे बंंद करताा है।ै संंख्यााएँँ 1, 2, 3 और 6 
यह सभीी 6 केे गुणुनखंडं हैं।ं यदि� गुणुनखंडंोंं कीी संंख्याा सम है ैतोो 
लॉॉकर सम संंख्याा में ंघुमुाायाा जााएगाा और अंतं में ंयह बंंद रहेगेाा। 

ध्याान दीीजि�ए कि� कि�सीी भीी संखं्याा केे प्रत्‍‍येक गुणुनखंडं काा एक ‘सह-गुणुनखंडं’ है ैजि�न्‍‍हें ंपरस्पर 
गुणुाा करने पर दीी गई संखं्‍‍याा प्रााप्‍‍त होोतीी है।ै यहाँँ� संंख्याा 6 केे लि�ए 1 और 6 सह-गुणुनखंडंोंं काा एक 
युगु्म बनाातेे हैं।ं इसके सााथ हीी 2 और 3 इसीी संखं्याा काा एक अन्य सह-गुणुनखंडं युगु्म बनाातेे हैं।ं 

क््यया प्रत््ययेक संख््यया के गणुनखडंोों की संख््यया सम संख््‍यया होती ह?ै 

संख््‍यया 1 के लिए —
1 × 1
एकमात्र गणुनखडं 1 ह।ै

संख््‍यया 4 के लिए —
1 × 4
2 × 2
गणुनखडं 1, 2 और 4 हैैं।

संख््‍यया 9 के लिए —
1 × 9
3 × 3
गणुनखडं 1, 3 और 9 हैैं।

कुुछ स्थि�िति�योंं में ंहम देखेते हैं ंकि� गुणुनखंडं युगु्म में ंसंंख्यााएँँ समाान होोतीी हैं,ं जैैसेे –– 2 × 2

क्याा आप उपर्युु�क्‍‍त समझ काा उपयोोग करके अन्य संंख्यााएँँ ज्ञाात कर सकतेे हैं ंजि�नके गुणुनखंडंोंं कीी 
संंख्याा वि�षम होो?

उदााहरण केे लि�ए 36 काा एक गुणुनखंडं युगु्म 6 × 6 है,ै यहाँँ� दोोनोंं संंख्यााएँँ 6 हैं।ं क्याा इस संंख्याा केे 
गुणुनखंडंोंं कीी संंख्याा वि�षम है?ै यहाँँ� 6 केे अति�रि�क्‍‍त 36 केे प्रत्येेक गुणुनखंडं काा सह-गुणुनखंडं 
भि�न्न है ैतब हम नि�श्‍चि�ि�त रूप सेे कह सकतेे हैं ंकि� 36 केे गुणुनखंडंोंं कीी संंख्याा वि�षम होोगीी। क्याा 
यह कथन सत्य है?ै जाँँ�च कीीजि�ए।

अतःः उपर्युु�क्‍‍त समझ केे आधाार पर 1, 4, 9, 16 इत्‍‍याादि� संंख्यााओं ंकेे गुणुनखंडंोंं कीी संंख्याा 
वि�षम है ै—

1 × 1, 2 × 2, 3 × 3, 4 × 4, ... 

कि�सीी संंख्याा कोो स्वयंं सेे गुणुाा करने पर प्रााप्‍‍त गुणुनफल कोो वर्गग संखं्याा याा वर्गग कहते हैं।ं 
केेवल वर्गग हीी वेे संंख्यााएँँ होोतीी हैं ं जि�नके गुणुनखंडंोंं कीी संंख्याा वि�षम होोतीी है ैक्योंंकि� उनमें ंसेे 
प्रत्येेक काा एक गुणुनखंडं ऐसाा होोताा है ैजि�सेे स्वयंं सेे गुणुाा करने पर वह संंख्याा प्रााप्‍‍त होोतीी है।ै अत: 
प्रत्येेक लॉॉकर जि�सकीी संंख्याा एक वर्गग है ैवह खुलुाा रहेगेाा।

संख््‍यया 6 के लिए —
1 × 6
2 × 3
1, 2, 3 और 6 गणुनखडं हैैं।
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उन लॉकर की संख््ययाए ँलिखिए जो खलेु रहते हैैं।

खोोईसनााम अवि�लंब इन 10 लॉॉकर सेे शब्द संंकेेत एकत्र करताा है ैऔर इन्हें ं पढ़ताा है,ै “गुपु्‍‍त संंकेेत 
(passcode) में ंपहले पाँँ�च लॉॉकर कीी संंख्यााएँँ सम्मि�िलि�त हैं ंजि�न्हें ंठीीक दोो बाार घुमुाायाा गयाा थाा।”

येे पाँँ�च लॉॉकर कौौन-सेे हैं?ं
जि�न लॉॉकरोंं कोो दोो बाार घुमुाायाा गयाा है ै वेे अभााज्य संंख्यााओं ं वाालेे लॉॉकर हैं ं क्योंंकि� प्रत्येेक 
अभााज्य संंख्याा केे दोो गुणुनखंडं 1 और वह संंख्याा स्वयंं होोतेे हैं।ं अत: गुपु्‍‍त संंकेेत (कोोड)  
2-3-5-7-11 है।ै

1.1 वर््ग सखं््ययाएँ
1, 4, 9, 16, … जैसी संख््ययाओ ंको वर््ग क््योों कहा जाता ह?ै हम जानते हैैं कि एक वर््ग (वर््ग का 
क्षेत्रफल) मेें इकाई वर्गगों की संख््यया उसकी भजुाओ ंके गणुनफल के समान होती ह।ै नीच ेदी गई 
तालिका विभिन््न भजुाओ ंवाले वर्गगों के क्षेत्रफल को दर््शशाती ह।ै

भुजा की लंबाई
(इकाइयोों मेें)

क्षेत्रफल
(वर््ग इकाइयोों मेें)

1 1 × 1 = 1 वर््ग इकाई

2 2 × 2 = 4 वर््ग इकाई

3 3 × 3 = 9 वर््ग इकाई

4 4 × 4 = 16 वर््ग इकाई

5 5 × 5 = 25 वर््ग इकाई

10 10 × 10 = 100 वर््ग इकाई

हम वर्गगों के लिए निम््नलिखित संकेत पद्धति का उपयोग करते हैैं।
1 × 1 = 12 = 1 
2 × 2 = 22 = 4 
3 × 3 = 32 = 9
4 × 4 = 42 = 16 
5 × 5 = 52 = 25
			   ...
			   ...
			   ...

साामाान्यत: कि�सीी भीी संंख्याा n केे लि�ए हम n × n = n2 लि�खते हैं ंजि�से ‘n काा वर्गग’ पढ़ाा जााताा है।ै 
क््यया हम 35 या 2.5 इकाई भजुा वाला वर््ग बना सकते हैैं?
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हाँ, उनका क्षेत्रफल वर््ग इकाइयोों मेें (3
5)2

 = (3
5) × (3

5) = ( 9
25)

और (2.5)2 = (2.5) × (2.5) = 6.25 होगा।

प्राकृत सखं््ययाओ ंके वर्गगों को पूर््ण वर््ग कहते हैैं। उदाहरण के लिए 1, 4, 9, 16, 25, … सभी परू््ण  
वर््ग हैैं। 

पूर््ण वर्गगों के प्रतिरूप (पैटर््न) और गुण 
प्रथम 30 प्रााकृृत संंख्यााओं ंकेे वर्गग ज्ञाात कीीजि�ए और उन्हें ंनि�म्‍‍न ताालि�काा में ंअंकंि�त कीीजि�ए।

12 = 1 112 = 121 212 = 441
22 = 4 122 = 222 = 
32 = 9 132 =
42 = 16 142 =
52 = 25 152 =
62 = 162 =
72 = 172 =
82 = 182 =
92 = 192 =

102 = 202 =

आपने उपर््ययुक्‍त तालिका मेें किन प्रतिरूपोों का अवलोकन किया? अपने अवलाेकनोों को 
अपने सहपाठियोों के साथ साझा कीजिए एवं अनमुान लगाइए।

उर्पपयुकु्‍‍त ताालि�काा में ंदि�ए गए वर्गोंं काा अध्‍‍ययन कीीजि�ए। इन वर्गग संंख्‍‍यााओं ंकेे इकााई केे अंकं 
क््‍यया हैैं? ये सभी संख््ययाए ँ0, 1, 4, 5, 6 या 9 पर समाप्‍त होती हैैं। इनमेें से कोई भी संख््यया 2, 3, 7 
या 8 पर समाप्‍त नहीीं होती ह।ै 

यदि कोई सखं््यया 0, 1, 4, 5, 6 या 9 पर समाप्‍त होती ह ैतो क््यया वह सदवै एक वर््ग सखं््‍यया होगी।

16 और 36 दोनोों वर््ग संख््ययाए ँहैैं जिनमेें इकाई का अकं 6 ह।ै यद्यपि 26 का भी इकाई 
अकं 6 ह ैपरंत ुयह एक वर््ग नहीीं ह।ै अत: हम केवल इकाई के अकं को दखेकर यह निर््धधारित नहीीं 
कर सकते हैैं कि कोई संख््यया वर््ग ह ैया नहीीं। परंत ुइकाई का अकं हमेें यह बता सकता ह ैकि कोई 
संख््यया कब वर््ग नहीीं होगी। यदि कोई संख््यया 2, 3, 7 या 8 पर समाप्‍त होती ह ैतो हम निश््‍चचित रूप 
से कह सकते हैैं कि वह एक वर््ग नहीीं ह।ै

ऐसी 5 सखं््ययाए ँलिखिए जिनके इकाई अकं को दखेकर आप यह निर््धधारित कर सकेें  कि वे वर््ग नहीीं हैैं। 

वर््ग 12, 92, 112, 192, 212 और 292 इन सभी संख््‍ययाओ ंका इकाई अकं 1 ह।ै अब आप ऐसे 
अगले दो वर््ग और लिखिए। ध््ययान दीजिए यदि किसी संख््यया का इकाई अकं 1 या 9 ह ैतो उसके 
वर््ग का इकाई अकं 1 होता ह।ै

गणि‍त ‍
चर््चचा

गणि‍त ‍
चर््चचा
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आइए, 6 पर समााप्‍‍त होोनेे वाालीी वर्गग संंख्यााओं ंपर वि�चाार करंें — 16 = 42, 36 = 62, 196 = 142,  
256 = 162, 576 = 242 और 676 = 262 

निम््नलिखित मेें से कौन-सी संख््ययाओ ंमेें इकाई का अकं 6 ह?ै
	 (i)  382	 (ii)  342	 (iii)  462	 (iv)  562	 (v)  742	 (vi)  822

आपके द्वारा परूित तालिका से संख््ययाओ ंऔर उनके वर्गगों का अवलोकन करके ऐसे और अधिक 
प्रतिरूप खोजिए। 

निम््नलिखित सखं््ययाओ ंऔर उनके वर्गगों पर विचार कीजिए। 

हमारे पास 
एक शनू््य है

हमारे पास  
दो शनू््य हैैं

परंत ुहमारे पास 
दो शनू््य हैैं

परंत ुहमारे पास 
चार शनू््य हैैं 

यदि किसी संख््यया के अतं मेें 3 शनू््य हैैं तो उसके वर््ग के अतं मेें कितने शनू््य होोंगे?

आपने किसी संख््यया के अतं मेें शनू््योों की संख््यया और इसके वर््ग के अतं मेें शनू््योों की संख््यया के 
विषय मेें क््यया अवलोकन किया? क््यया ऐसा सदवै होता रहगेा? क््यया हम कह सकते हैैं कि वर्गगों के 
अतं मेें शनू््योों की संख््यया केवल सम संख््यया ही हो सकती ह?ै

 किसी संख््यया और उसके वर््ग की अनरुूपता के विषय मेें आपके क््‍यया विचार हैैं?

पूर््ण वर््ग और विषम सखं््ययाए ँ

आइए, क्रमागत वर्गगों के मध््य अतंर दखेेें। आपने क््यया अवलोकन किया?
4 – 1 = 3    9 – 4 = 5    16 – 9 = 7    25 – 16 = 9

ध््‍ययान दीजिए कि क््यया यह प्रतिरूप अगली कुछ वर््ग संख््ययाओ ंतक बना रहता ह?ै
इस प्रति�रूप से ेहम देखेते हैं ं कि� 1 से ेआरंंभ होोनेे वाालीी क्रमाागत वि�षम संंख्यााओं ंकोो जोोड़नेे  

पर क्रमाागत वर्गग संखं्यााएँँ प्रााप्‍‍त होोतीी हैं ंजैसैाा कि� नीीचे ेदर्शाा�याा गयाा है।ै 

1 = 1

1 + 3 = 4

1 + 3 + 5 = 9

1 + 3 + 5 + 7 = 16

1 + 3 + 5 + 7 + 9 = 25

1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 = 36

102 = 100
202 = 400

402 = 1600

1002 = 10000
2002 = 40000

7002 = 490000
9002 = 810000 
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क््यया आपको कक्षा 6 मेें पढ़ा गया यह प्रतिरूप स््मरण ह?ै 
नीीचे ेदि�याा गयाा चि�त्र स्‍‍पष्‍‍ट करताा है ैकि� प्रत्येेक व्‍‍युतु्‍‍क्रमि�त (उल्टाा हुुआ) अगलीी वि�षम संखं्याा क्योंं  
देतेाा है ै—

1 + 3 1 + 3 + (3 + 2) 1 + 3 + 5 1 + 3 + 5 + (5 + 2) 1 + 3 + 5 + 7

हम देखेते हैं ंकि� पहलीी n वि�षम संंख्यााओं ंकाा योोग n2 है।ै वैैकल्पि�िक रूप सेे प्रत्येेक वर्गग 1 सेे 
आरंंभ होोनेे वाालीी क्रमि�क वि�षम संंख्यााओं ंकाा योोग होोताा है।ै 

गणित मेें कभी-कभी तर््क  और यकु््‍ततियाँ किसी शब््द के बिना भी प्रस््ततुत की जा सकती हैैं। दृश््य प्रमाण 
स््वयं मेें परू््ण हो सकते हैैं।

इसके अति�रि�क्‍‍त हम वि�षम संंख्यााओं ंकोो क्रमि�क रूप सेे घटााकर यह ज्ञाात कर सकतेे हैं ंकि� कोोई 
संंख्याा पूरू्णण वर्गग है ैयाा नहींं। संंख्याा 25 पर वि�चाार कीीजि�ए इसमें ंसेे क्रमि�क रूप सेे 1,3,5… तब तक 
घटााइए जब तक कि� आपकोो 0 न प्रााप्‍‍त होो जााए याा वह उससे आगेे न नि�कल जााए।

25 – 1 = 24    24 – 3 = 21    21 – 5 = 16    16 – 7 = 9    9 – 9 = 0

इसकाा अर्थथ है ैकि� 25 = 1 + 3 + 5 + 7 + 9 है,ै सााथ हीी यह एक पूरू्णण वर्गग संंख्याा है।ै चूँँ�कि� 
हमने पहलीी पाँँ�च वि�षम संंख्यााओं ंकोो घटाा दि�याा है ैअत: 25 = 52 होोगाा।

उपर्युु�क्‍‍त प्रति�रूप काा उपयोोग करके 362 ज्ञाात कीीजि�ए जबकि� 352 = 1225 है।ै

प्रश्‍न के अनसुार हम जानते हैैं कि 1225 पहली 35 विषम संख््ययाओ ंका योग ह।ै 362 ज्ञात करन 
के लिए हमेें 1225 मेें 36 वीीं विषम संख््यया को जोड़ना होगा। 

हम 36वींं वि�षम संंख्याा कैैसेे ज्ञाात करंेंगेे? 

पहली विषम संख््यया 1 ह ैदसूरी विषम संख््यया 3 ह ैतीसरी विषम संख््यया 5 ह…ै, छठवीीं विषम 
संख््यया 11 ह ैऔर इसी प्रकार आगे भी। 

nवींं वि�षम संंख्याा क्याा है?ै

nवीीं विषम संख््यया 2n–1 ह।ै 
अत: 36वीीं विषम संख््यया 71 ह।ै 
1225 मेें 71 जोड़ने पर हमेें 1296 प्राप्‍त होता ह ैजो 362 ह।ै

एक संंख्याा, जैैसेे — 38 पर वि�चाार कीीजि�ए जोो वर्गग नहींं है ैऔर उसमें ं1 सेे आरंंभ करके 
लगााताार वि�षम संंख्यााओं ंकोो घटााइए।
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38 – 1 = 37	 37 – 3 = 34	 34 – 5 = 29	 29 – 7 = 22	 22 – 9 = 13
13 – 11 = 2 	 2 – 13 = – 11

इससे ज्ञात होता ह ैकि 38 को 1 से आरंभ होने वाली क्रमागत विषम संख््ययाओ ंके योग के  
रूप मेें व्‍यक्‍त नहीीं किया जा सकता ह।ै 

इस प्रकाार हम कह सकतेे हैं ंकि� एक प्रााकृृत संंख्याा पूरू्णण वर्गग नहींं होोतीी है,ै यदि� यह 1 सेे आरंंभ 
होोनेे वाालीी क्रमाागत वि�षम प्रााकृृत संंख्यााओं ंकेे योोग केे रूप में ंव्‍‍यक्‍‍त न कीी जाा सके। हम इस परि�णााम  
काा उपयोोग यह ज्ञाात करने हेतेु ुकर सकतेे हैं ंकि� क्याा एक प्रााकृृत संंख्याा एक पूरू्णण वर्गग है।ै 

ज्ञात कीजिए कि दो क्रमागत परू््ण वर्गगों के मध््य कितनी प्राकृत संख््ययाए ँआती हैैं? क््यया आपने किसी 
प्रतिरूप का अवलोकन किया? 

1 और 100 के मध््य कितनी वर््ग संख््ययाए ँहैैं? 101 से 200 के मध््य कितनी वर््ग संख््ययाए ँहैैं? आपने 
परू््व मेें जिस वर््ग तालिका मेें संख््ययाए ँअकंित की थी उस तालिका का उपयोग करके नीच े दिए 
गए स््थथानोों मेें मान अकंित कीजिए और 100 के प्रत््ययेक तालिका के खडं मेें वर्गगों की संख््यया को 
सारणीबद्ध कीजिए। इसके साथ यह भी बताइए कि 1000 से छोटा सबसे बड़ा वर््ग कौन-सा ह?ै

1 –100	 101 – 200	 201 – 300	   301 – 400	 401 – 500

501 – 600  601 – 700	 701 – 800	 801 – 900	 901 – 1000

पूर््ण वर््ग और ित्रभुजाकार सखं््ययाए ँ

क््यया आपको ित्रभजुाकार संख््ययाए ँस््मरण हैैं?  

क््यया आप त्रिभजुाकार संख््ययाओ ं और वर््ग संख््ययाओ ं मेें कोई संबंध दखे सकते हैैं? दर््शशाए गए 
प्रतिरूप को आगे बढ़ाइए और अगले चरण को रेखांकित कीजिए। 

1 3 6 10 15

1 + 3 = 4 = 22 3 + 6 = 9 = 32 6 + 10 = 16 = 42

Chapter 1.indd   7Chapter 1.indd   7 15-01-2026   17:06:1415-01-2026   17:06:14



गणित प्रकाश | कक्षा 8

8

वर््गमल 

एक वर्गग काा क्षेेत्रफल 49 वर्गग सेंंटीीमीीटर है।ै बतााइए इसकीी एक भुजुाा कीी लंंबााई क्याा है?ै

हमें ंज्ञाात है ै7 × 7 = 49 याा 72 = 49 है।ै

अत: 49 वर््ग सेेंटीमीटर क्षेत्रफल वाले वर््ग की एक भजुा 7 सेेंटीमीटर ह।ै 
हम कहते हैैं कि 49 का वर््गमल 7 ह।ै 
सामान््यत: यदि y = x2 तो y का वर््गमल x ह।ै

64 काा वर्गगमूलू क्याा है?ै 

हमें ंज्ञाात है ैकि� 8 × 8 = 64 होोताा है।ै अत: 64 काा वर्गगमूलू 8 है।ै – 8 × – 8 केे वि�षय में ंआप क्याा कहेंगंे?े 
82 = 64 और (– 8)2 = 64

अत: 64 के वर््गमलू + 8 और – 8 हैैं।
प्रत्येेक पूरू्णण वर्गग संंख्याा केे वर्गगमूलू दोो पूरू्णांं�क संंख्यााएँँ होोतीी हैं।ं इनमें ंएक धनाात्मक संंख्‍‍याा तथाा 

दूसूरीी ॠणाात्मक संंख्‍‍याा होोतीी है।ै कि�सीी संंख्याा काा वर्गगमूलू  चि�ह्न द्वााराा दर्शाा�याा जााताा है।ै 
इसलि�ए 64 8=±  और 100 10=±  होोताा है।ै

ध््ययान दीजिए कि 8 8
2 =±  और 10 10

2 =± होोंग ेएवं व््‍ययापक रूप स े n n2 =± होगा।
इस अध््ययाय मेें हम केवल धनात््मक वर््गमलू पर विचार करेेंग।े

यदि 327 या 576 जैसी कोई संख््यया दी गई हो हम कैसे ज्ञात करेेंगे कि यह एक परू््ण वर््ग ह?ै 
यदि यह एक परू््ण वर््ग ह ैतो हम इसका वर््गमलू किस प्रकार ज्ञात कर सकते हैैं?

हमेें ज्ञात ह ैकि परू््ण वर््ग संख््ययाए ँ1, 4, 9, 6, 5 या शनू््य के यगु््मोों पर समाप्‍त होती हैैं परंत ु
यह निश््‍चचित नहीीं ह ैकि यदि कोई इस गणु को संतषु्‍ट करे तो वह वर््ग ही हो। 

हम स्‍‍पष्‍‍ट रूप सेे कह सकतेे हैं ंकि� 327 एक पूरू्णण वर्गग संंख्याा नहींं है।ै यद्यपि� हम नि�श्‍चि�ि�त रूप सेे 
नहींं कह सकतेे कि� 576 एक पूरू्णण वर्गग संंख्याा है।ै 

1.	 हम सभीी पूरू्णण वर्गग संंख्यााओं ंकोो क्रम सेे सूचूीीबद्ध कर सकतेे हैं ंऔर ज्ञाात कर सकतेे हैं ंकि�  
576 इनमें ंहै ैयाा नहींं। हम जाानते हैं ंकि� 202 = 400 हम 21, 22, 23, ...... आदि� केे वर्गग ज्ञाात 
कर सकतेे हैं ंऔर यह तब तक करते रहेंगंेे जब तक कि� 576 याा उससे बड़ीी संंख्याा प्रााप्‍‍त नहींं 
होो जाातीी है।ै

202 = 400  212 = 441  222 = 484  232 = 529  242 = 576

	� यद्यपि यह प्रक्रिया बड़ी संख््ययाओ ंहते ुउपयकु्‍त नहीीं ह।ै

2.	 स्मरण कीीजि�ए प्रत्येेक वर्गग संंख्याा कोो 1 सेे आरंंभ होोनेे वाालीी क्रमाागत वि�षम संंख्यााओं ंकेे योोग 
के रूप मेें दर््शशाया जा सकता ह।ै
81  पर वि�चाार कीीजि�ए।

81 – 1 = 80	 80 – 3 = 77	 77 – 5 = 72	 72 – 7 = 65	 65 – 9 = 56
56 – 11 = 45	 45 – 13 = 32	 32 – 15 = 17	 17 – 17 = 0

गणि‍त ‍
चर््चचा
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�81 में ंसेे हमने 1 सेे आरंंभ करके क्रमाागत वि�षम संंख्यााएँँ उत्तरोोत्तर रूप सेे घटााइ� जब तक कि� 
9वेंं चरण में ंशेषेफल 0 नहींं होो गयाा। अत: 81  = 9 है।ै
��क्याा हम इस वि�धि� केे मााध्यम सेे 729 काा वर्गगमूलू ज्ञाात कर सकतेे हैं?ं हाँँ�, परंंतु ुइसमें अधि�क 
समय व्यतीीत होोगाा। 

3.	 हम जाानते हैं ंकि� कि�सीी एक पूरू्णांं�क कोो स्वयंं सेे गुणुाा करके एक पूरू्णण वर्गग प्रााप्‍‍त कि�याा जाा सकताा 
है।ै क्याा कि�सीी संंख्याा केे अभााज्य गुणुनखंडंन उसके पूरू्णण वर्गग केे नि�र्धाा�रण में ंहमाारीी सहाायताा 
करेेगाा? 
�हाँँ�, यदि� हम कि�सीी संंख्याा केे अभााज्य गुणुनखंडंोंं कोो दोो समाान भाागोंं में ंबाँँ�ट देतेेे हैं ंतोो कि�सीी 
भीी भााग केे अभााज्य गुणुनखंडंोंं कीी गुणुाा संंख्याा काा वर्गगमूलू दर्शाा�तीी है।ै 

क््यया 324 एक परू््ण वर््ग ह?ै 

				    324 = 2 × 2 × 3 × 3 × 3 × 3

इन्‍हें इस प्रकार समहूोों मेें बाँटा जा सकता ह—ै
				    324 = (2 × 3 × 3) × (2 × 3 × 3)

					     = (2 × 3 × 3)2 = 182

हम अभाज््य गणुनखडंोों को यगु््मोों के रूप मेें इस प्रकार से भी लिख सकते हैैं—
				    324 = (2 × 2) × (3 × 3) × (3 × 3)

जो यह दर््शशाता ह ैकि 324 एक परू््ण वर््ग ह।ै 
				    324 = (2×3×3)2 = 182

अत:				     182 =324
इसलिए			       324  =18

क््यया 156 एक परू््ण वर््ग ह?ै

156 का अभाज््य गणुनखडंन 2 × 2 × 3 × 13 ह।ै
हम इन गणुनखडंोों के यगु््म नहीीं बना सकते हैैं। 
इसलिए 156 एक परू््ण वर््ग नहीीं ह।ै 

अभाज््य गणुनखडंन का उपयोग करके ज्ञात कीजिए कि 1156 और 2800 परू््ण वर््ग ह ैया नहीीं।

हम निकटतम ज्ञात परू््ण वर्गगों को दखेकर अतंराल को सीमित करके बड़े परू््ण वर्गगों के वर््गमलू 
का अनमुान लगा सकते हैैं। 
उदाहरण के लिए 1936  ज्ञात करन हते ुहम निम््न प्रकार से तर््क  कर सकते हैैं ––

(i)	 1936, 1600 (40) और 2500 (50) केे मध्य है ैइसलि�ए 40 < 1936  < 50

(ii)	 1936 काा अंतंि�म अंकं 6 है।ै अत: वर्गगमूलू काा अंतंि�म अंकं 4 याा 6 होोनाा चााहि�ए। यह 44 
या 46 भी हो सकता ह।ै
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(iii)	 यदि� हमें ं452 कीी गणनाा करनाा है ैतोो हम 1936 केे लि�ए 40–50 कोो आधे ेअंतंरााल, 40–45 
या 45–50 से तलुना करके ज्ञात कर सकते हैैं। 

	हम  452 को (40 + 5) (40 + 5) = 402 + 2 × 40 × 5 + 52 = 1600 + 400 + 25 = 
2025 के रूप मेें भी लिख सकते हैैं।

(iv)	 2025 > 1936 है।ै अत: 40 < 1936  < 45 है।ै

(v)	 उपर्युु�क्‍‍त तर्कक  (ii) से ेहम अनुमुाान लगाा सकतेे हैं ंऔर जाँँ�च कर सकतेे हैं ंकि� 1936  = 44 है।ै

निम््नलिखित स््थथितियोों पर विचार कीजिए।
अरि�बम और बि�जॉॉय एक खेले खेलेते हैं।ं उनमें ंसे ेएक संंख्याा बोोलताा है ैऔर दूसूराा उसकाा वर्गगमूलू 

बतााताा है।ै अरि�बम आरंंभ करताा है ैऔर वह 25 कहताा है ैएवंं बि�जॉॉय 5 बोोलकर तुरंुंत उत्तर देतेाा है।ै 
इसके पश्‍‍चाात बि�जॉॉय 81 कहताा है ैऔर अरि�बम 9 बोोलकर उत्तर देतेाा है।ै यह खेले तब तक चलताा 
रहताा है ैजब तक अरि�बम 250 नहींं कह देतेाा। बि�जॉॉय उत्तर नहींं दे ेपााताा क्योंंकि� 250 पूरू्णण वर्गग संंख्याा 
नहींं है।ै अरि�बम, बि�जॉॉय से ेपूछूताा है ैकि� वह ऐसीी संखं्याा भीी बताा सकताा है ैजोो 250 केे वर्गगमूलू केे 
नि�कटतम होो। 
इसके लि�ए बि�जॉॉय कोो 250 केे वर्गगमूलू काा अनुमुाान लगाानाा होोगाा। 
हम जानते हैैं कि 100 < 250 < 400 तथा 100  = 10 और 400  = 20
अत: 10 < 250  < 20 ह।ै

परंंतु ुअभीी भीी हम उस संंख्याा केे समीीप नहींं हैं ंजि�सकाा वर्गग 250 है।ै 
हम जाानते हैं ंकि� 152 = 225 और 162 = 256 होोताा है।ै 

अत: 15 < 250  < 16 ह।ै चूँकि 256, 225 की तलुना मेें 250 के अधिक निकट ह ैअत: 
250  लगभग 16 ह।ै हम यह भी जानते हैैं कि यह 16 से कम ह।ै

यहाँँ� एक और समस्याा है ैजि�समें ंवर्गगमूलू काा अनुमुाान लगाानाा है।ै
अखि�ल केे पाास 125 वर्गग सेंंटीीमीीटर क्षेेत्रफल वाालाा एक वस्‍‍त्र है।ै वह जााननाा चााहताा है ैकि� क्याा 

वह 15 सेंंटीीमीीटर भुजुाा वाालाा एक वर्गाा�काार रुमााल कााट सकताा है।ै यदि� नहींं तोो वह इस टुुकड़ेे सेे 
अधि�कतम कि�तनीी लंंबीी पूरू्णांं�क भुजुाा वाालाा वर्गाा�काार रुमााल कााट सकताा है।ै

125 एक पूरू्णण वर्गग नहींं है।ै नि�कटतम पूरू्णण वर्गग 112 = 121 और 122 = 144 हैं।ं अत: हम कह 
सकतेे हैं ंकि� इस कपड़ेे केे टुुकड़ेे सेे कााटेे जाा सकनेे वाालेे पूरू्णांं�क भुजुाा वाालेे सबसे बड़े वर्गाा�काार 
रुमााल कीी भुजुाा 11 सेंंटीीमीीटर है।ै

आइए, पता लगाएँ

1.	 नि�म्नलि�खि�त में ंसेे कौौन-सीी संंख्यााएँँ पूरू्णण वर्गग नहींं हैं?ं 
	 (i)  2032	 (ii)  2048	 (iii)  1027	 (iv)  1089

2.	 642, 1082, 2922, 362 में ंसेे कि�सकाा इकााई अंकं 4 है?ै

3.	 यदि� 1252 = 15625 तोो 1262 काा माान क्याा है?ै
	 (i)  15625 + 126	 (ii) 15625 + 262	 (iii)  15625 + 253
	 (iv)  15625 + 251	 (v) 15625 + 512
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4.	 441 वर्गग मीीटर क्षेेत्रफल वाालेे वर्गग कीी भुजुाा कीी लंंबााई ज्ञाात कीीजि�ए। 

5.	 वह छोोटीी सेे छोोटीी वर्गग संंख्याा ज्ञाात कीीजि�ए जोो 4, 9 और 10 सेे वि�भााजि�त होोतीी होो।

6.	 वह छोोटीी सेे छोोटीी संंख्याा ज्ञाात कीीजि�ए जि�सेे 9408 सेे गुणुाा करने पर पूरू्णण वर्गग प्रााप्‍‍त होो।  
प्राप्‍त गणुनफल का वर््गमलू भी ज्ञात कीजिए। 

7.	 नि�म्नांं�कि�त संंख्यााओं ंकेे वर्गोंं केे मध्य कि�तनीी संंख्यााएँँ हैं?ं 

	 (i) 16 और 17	 (ii) 99 और 100

8.	 नि�म्नलि�खि�त प्रति�रूप में ंवि�लुपु्‍‍त संंख्याा अंकंि�त कीीजि�ए।

12 + 22 + 22 = 32

22 + 32 + 62 = 72

32 + 42 + 122 = 132

42 + 52 + 202 = (___)2

92 + 102 + (___)2 = (___)2

9.	 �नि�म्नांं�कि�त चि�त्र में ं छोोटेे वगाेे�� कीी संंख्‍‍याा कि�तनीी हैं?ं छोोटेे वर्गोंं कीी संंख्याा काा अभााज्य 
गणुनखडंन लिखिए। 
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1.2 घन संखं्यााएँ ँ
आप ज््ययामिति विषय से संबंधित घन शब््द से पूर््व परिचित हैैं। 
घन एक ठोस आकृति होती ह ै जिसकी सभी भजुाएँ समकोण पर 
मिलती हैैं और एक समान होती हैैं। 1 सेेंटीमीटर भजुा वाले कितने 
घनोों से 2 सेेंटीमीटर भजुा वाला एक घन बनता ह?ै 

1 सेंंटीीमीीटर भुजुाा वाालेे कि�तनेे घनोंं सेे 3 सेंंटीीमीीटर भुजुाा वाालाा एक घन बनताा है?ै 

आइए, संंख्याा 1, 8, 27, … पर वि�चाार करतेे हैं।ं
ये संख््ययाए ँपूर््ण घन कहलाती हैैं। क््यया आप बता सकते हैैं कि इन्‍हें ये नाम क््योों दिया गया? 

इनमेें से प्रत््ययेक संख््यया किसी संख््यया को स््वयं से तीन बार गणुा करके प्राप्‍त की जाती ह।ै हम दखेते 
हैं ंकि� 

1 = 1 × 1 × 1 
8 = 2 × 2 × 2 

27 = 3 × 3 × 3 

क््यया 9 एक परू््ण घन ह?ै  

हम दखेते हैैं कि 2 × 2 × 2 = 8 और 3 × 3 × 3 = 27 होता ह।ै इससे ज्ञात होता ह ैकि 9 एक 
परू््ण घन नहीीं ह ैएवं न ही 10 से 26 तक कोई भी संख््यया परू््ण घन ह।ै 

क्याा आप 4 इकााई कीी भुजुाा वाालेे घन में ंइकााई घनोंं कीी संंख्याा काा अनुमुाान लगाा सकतेे हैं?ं 

इसमेें 64 घन इकाई हैैं! यदि आप ध््ययानपरू््वक दखेेें तो इस घन की 
प्रत््ययेक परत मेें 4 × 4 इकाई घन हैैं। प्रत््ययेक वर््गगाकार परत मेें 16 इकाई घन 
(4 × 4) हैैं और ऐसी 4 परतेें हैैं। 

अत: इकाई घनोों की कुल संख््यया 4 × 4 × 4 = 64 ह।ै
इसी प्रकार 53 = 5 × 5 × 5 = 125, 125 घन हैैं। 
सामान््यत: किसी भी सखं््यया n के लिए हम घन n × n × n को n3 
लिखते हैैं।

नीच ेदी गई तालिका को परू््ण कीजिए।

13 = 1 113 = 1331

23 = 8 123 =

33 = 27 133 = 2197

43 = 64 143 = 2744

53 = 125 153 =

63 = 163 =

गणि‍त ‍
चर््चचा
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73 = 173 = 4913

83 = 183 = 5832

93 = 193 = 6859

103 = 203 =

उर्पपयुकु्‍‍त ताालि�काा में ंआप क्याा प्रति�रूप देखेते हैं?ं 

हम जानते हैैं कि वर्गगों के लिए 0, 1, 4, 5, 6, 9 ही संभावित इकाई अकं होते हैैं। बताइए ि‍क परू््ण 
घनोों के संभावित इकाई अकं क््यया होोंगे?

 क्याा आप वर्गोंं केे समाान 1 अंकं, 2 अंकं और 3 अंकं वाालेे पूरू्णण घनोंं कीी संंख्याा ज्ञाात कर सकतेे 
हैं?ं आप क्याा अवलोोकन करते हैं?ं 

क्याा एक पूरू्णण घन केे अंतं में ंदोो शूनू्य (00) होो सकतेे हैं?ं व्यााख्याा कीीजि�ए।

जिस प्रकार हम भिन््नोों या दशमलवोों (2
3)2

, (13.08)2 और (– 6)2 के वर््ग कर सकते हैैं  

उसी प्रकार हम (2
3)3

, (13.08)3,और (– 6)3  जैसी संख््‍ययाओ ंके घनोों की गणना भी कर सकते हैैं।

 (2
3)3

= (2
3) × (2

3) × (2
3)= ( 8

27)
(13.08)3 = 13.08 × 13.08 × 13.08 = 2237.810112

(– 6)3 = (– 6) × (– 6) × (– 6) = – 216

टैैक्‍‍सीीकैैब संखं्यााएँ ँ
एक बाार जब श्रीीनि�वाास राामाानुजुन कंैंब्रि�ज वि�श्‍‍ववि�द्याालय में ंजीी.एच. हाार्डीी 
केे सााथ काार्यय कर रहे ेथेे, उस समय हाार्डीी अस्वस्थ राामाानुजुन सेे मि�लने 
चि�कि�त्साालय आए थेे। हाार्डीी 1729 संंख्याा वाालीी टैैक्सीी में ं सवाार थेे 
जि�सके वि�षय में ंउन्होंंनेे कहाा कि� 1729 ‘अत्‍‍यंत नीीरस संंख्याा है’ै सााथ 
हीी आशंकंाा प्रकट कीी कि� कहींं यह कोोई बुरुाा संंकेेत तोो नहींं। राामाानुजुन 
नेे अचाानक उत्तर दि�याा, “नहींं, हाार्डीी यह एक बहुत हीी रोोचक तथाा वह 
न्‍‍यूनूतम प्रााकृृत संंख्‍‍याा है ैजि�से दोो घनोंं केे योोग केे रूप में ंदोो भि�न्न प्रकाार 
सेे व्‍‍यक्‍‍त कि�याा जाा सकताा है।ै” 

1729 = 13 + 123 

         = 93 + 103

इस कहाानीी केे परि�णाामस्वरूप 1729 कोो हाार्डीी-राामाानुुजन संंख्याा केे रूप में ंजाानाा जााताा है।ै 
तभीी सेे ऐसीी संंख्यााएँँ जि�न्हें ंदोो घनोंं केे योोग केे रूप में ंदोो अलग-अलग प्रकाार सेे व्‍‍यक्‍‍त कि�याा जाा 
सकताा है ैवह टैैक्‍‍सीीकैैब संखं्यााएँ ँकहलाातीी हैं।ं
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1729 केे पश्‍‍चाात अगलीी दोो टैैक्‍‍सीीकैैब संंख्यााएँँ 4104 और 13832 हैं।ं इनमें ंसेे प्रत्येेक कोो 
दोो धनाात्मक घनोंं केे योोग केे रूप में ंव्‍‍यक्‍‍त करने कीी दोो वि�धि�याँँ� सेे ज्ञाात कीीजि�ए।

राामाानुजुन कोो यह कैैसेे पताा चलाा? राामाानुजुन कोो संंख्यााओं ं सेे बहुत लगााव थाा।  
वह जीीवनपर्यंंत संंख्यााओं ंकेे सााथ खेलेते रहे।े कंैंब्रि�ज में ंराामाानुजुन केे समय में ंउनके सहकर्मीी प्रााय: 
संंख्यााओं ंमें ंगहन प्रति�रूप देखेनेेेेेेेेेेेेेेेेेेे������������������ कीी उनकीी क्षमताा पर आश्‍‍चर्ययचकि�त होोतेे थेे। परंंतु ुयह अन्य 
व्‍‍यक्‍ति�ि�योंं कोो वि�वेेकहीीन लगताा थाा। उनके सहयोोगीी जॉॉन लि�टि�लवुडु नेे एक बाार कहाा थाा, “प्रत्येेक 
धनाात्मक पूरू्णांं�क उनके अभि�न्न मि�त्रोंं में ंसेे एक थाा।”

पूर््ण घन सखं््ययाए ँऔर क्रमागत विषम सखं््ययाए ँ

घनोों के साथ क्रमागत विषम संख््ययाओ ंकी भी भमूिका होती ह।ै निम््नलिखित प्रतिरूप को ध््ययान 
से दखेिए —

1 = 1 = 13

3 + 5 = 8 = 23

7 + 9 + 11 = 27 = 33

13 + 15 + 17 + 19 = 64 = 43

21 + 23 + 25 + 27 + 29 = 125 = 53

31 + 33 + 35 + 37 + 39 + 41 = 216 = 63

आगेे बढ़ते हुुए इस श्रेणेीी में ंहमें ंक्रमाागत वि�षम संंख्यााओं ंकाा नि�म्नलि�खि�त योोग प्रााप्‍‍त होोताा है—ै
91 + 93 + 95 + 97 + 99 + 101 + 103 + 105 + 107 + 109

क््यया आप गणना किए बिना ज्ञात कर सकते हैैं कि उपर््ययुक्‍त का योगफल कितना ह?ै

घनमूल
हम जानते हैैं कि 8 = 23 ह।ै
हम 2 को 8 का घनमलू कहते हैैं और इसे 2 = 8

3  से दर््शशाते हैैं।

सामान््यतः यदि y = x3 तो y का घनमलू x होगा। इसे x = y3  से दर््शशाया जाता ह।ै 

अत:  8
3  = 2

33  = 2 ह।ै
इसी प्रकार 327 33 33= =  और 1000 103 33= =10 होगा। सामान््यत: n33 = n होता ह।ै

हम कैैसेे पताा लगााएँँ कि� कोोई संंख्याा घन है ैयाा नहींं? आइए, वर्गोंं केे उदााहरण सेे पे्रेरणाा लेेतेे हुुए 
देखेें ंकि� क्याा हम अभााज्य गुणुनखडोंं काा प्रयोोग कर सकतेे हैं?ं

आइए, दखेेें कि क््यया 3375 एक परू््ण घन ह?ै

3375 = 3 × 3 × 3 × 5 × 5 × 5
क््यया गणुनखडंोों को एक समान तीन समहूोों मेें विभाजित किया जा सकता ह?ै 3375 के लिए 

हम (3 × 5) के तीन समहू बना सकते हैैं। 

प्रयाास
कीीजि�ए
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अत:
3375 = (3 × 5) × (3 × 5) × (3 × 5)

					       = (3 × 5)3 = 153

दूसूरीी वि�धि� केे मााध्यम सेे यह जाँँ�चनाा है ैकि� क्याा गुणुनखंडंोंं कोो त्रि�क (तीीन) समूहूोंं में ंबाँँ�टाा जाा 
सकताा है—ै 3375 = (3 × 3 × 3) × (5 × 5 × 5) = 33 × 53 = (15)3

इसकाा अर्थथ है ै— 3375 15
3 =

क््यया 500 एक परू््ण घन ह?ै

500 = 2 × 2 × 5 × 5 × 5 है।ै अत: हम देखेते हैं ंकि� गुणुनखंडंोंं कोो एक समाान तीीन समूहूोंं 
में ंवि�भााजि�त नहींं कि�याा जाा सकताा है।ै अतःः 500 एक पूरू्णण घन नहींं है।ै

एक सखं््यया का अभाज््य गुणनखंडन इसके घन का अभाज्‍य गुणनखंडन 

4 = 2 × 2 43 = 64 = 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2 = 23 × 23

6 = 2 × 3 63 = 216 = 2 × 2 × 2 × 3 × 3 × 3 = 23 × 33

15 = 3 × 5 153 = 3375 = 3 × 3 × 3 × 5 × 5 × 5 = 33 × 53

12 = 2 × 2 × 3
123 = 1728 = 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 3 × 3 × 3 

= 23 × 23 × 33

अवलोोकन कीीजि�ए कि� कि�सीी संंख्याा काा प्रत्येेक अभााज्य गुणुनखंडं उसके घन केे अभााज्य 
गुणुनखंडंोंं में ंतीीन बाार आताा है।ै

निम्‍न संख््ययाओ ंके घनमलू ज्ञात कीजिए।

(i)  64
3  = 	 (ii)  512

3  =	 (iii)  729
3  =

क्रमागत अंतर
हम जानते हैैं कि क्रमागत परू््ण वर्गगों का अतंर हमेें विषम संख््ययाओ ंका अन‌ुक्रम प्रदान करता ह।ै नीच े
दी गई आकृति का अवलोकन कीजिए। इस आकृति मेें परू््ण वर्गगों के अनकु्रम मेें अतंर ज्ञात किया 
गया ह।ै यहाँ दो चरण के पश््‍चचात सभी अतंर एकसमान हैैं।

1	 4	 9	 16	 25	 36 ...

2	 2	 2	 2	  ...

3	 5	 7	 9	 11	  ...चरण 1

चरण 2

परू््ण वर््ग
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क्रमाागत पूरू्णण घनोंं केे अंतंर उस चरण तक ज्ञाात कीीजि�ए जब तक कि� अंतंर एकसमाान न होो जााए।

1       8       27     64     125   216 ...
परू््ण घन

1.3 इति�हाास कीी एक झलक 

पूरू्णण वर्गग और पूरू्णण घन कीी प्रथम सूचूीी बेेबि�लोोन नि�वाासि�योंं द्वााराा साामाान्‍‍य 
संवंत् ्पूरू्वव 1700 में ंसंकंलि�त कीी गई थीी। मि�ट्टीी कीी पट्टि�कााओं ंपर पााई जाानेे 
वाालीी इन सूचूि�योंं काा उपयोोग एक वर्गगमूलू और घनमूलू कोो शीीघ्रताा से ेज्ञाात 
करनेे केे लि�ए कि�याा जााताा थाा। इसमें ंभूमूि� माापन, वाास्तुशुि�ल्प अभि�कल्पनाा 
(डि�जााइन) तथाा अन्य ज्याामि�तीीय गणनाा कीी समस्यााएँ ँआवश्यकताानुसुाार हल कीी जाातीी थीी।

प्रााचीीन संंस्कृृत गं्रंथोंं में ंवर्गग शब्द काा प्रयोोग वर्गाा�काार आकृृति� याा उसकेे क्षेेत्रफल एवंं वर्गग दोोनोंं 
केे लि�ए कि�याा जााताा थाा। इसीी प्रकाार घन शब्द काा प्रयोोग ठोोस घन केे सााथ-सााथ कि�सीी संंख्याा केे 
स्वयंं सेे तीीन बाार गुणुनफल केे लि�ए भीी कि�याा जााताा थाा। चतुरु्थथ घाात कोो वर्गग-वर्गग कहाा जााताा थाा। येे 
शब्द भाारत में ंकम सेे कम साामाान्‍‍य संंवत् ्तीीसरीी शतााब्दीी पूरू्वव सेे प्रयोोग में ंलााए जाातेे थेे।

आर्ययभट््ट (साामाान्‍‍य संवंत् ्499) केे अनुुसाार

“चार एकसमान भजुाओ ंवाली एक वर््गगाकार आकृति और उसके क्षेत्रफल को दर््शशान वाली संख््यया 
को वर््ग कहते हैैं। दो समान संख््ययाओ ंके गणुनफल को भी वर््ग कहते हैैं।”

इस प्रकार वर््ग शब््द की उत््पत्ति वर््ग घात के लिए एक वर््गगाकार आकृति के आलेखी निरूपण 
से हुई ह।ै

गणि�तीीय संंक्रि�याा √ (वर्गगमूलू, घनमूलू आदि�) केे लि�ए ‘मूलू’ (पौौधे ेकीी जड़) शब्द काा प्रयोोग 
क्योंं कि�याा जााताा है?ै

यह इसलि�ए कि�याा जााताा है ैक्‍‍योंंकि� प्रााचीीन भाारत में ंसंंस्‍‍कृत शब्‍‍द ‘मूलू’ (जि�सकाा अर्थथ — पौौधे े
कीी जड़, आधाार, काारण उत्‍‍पत्ति� आदि� होोताा है)ै काा प्रयोोग वर्गगमूलू लेेनेे कीी गणि�तीीय संंक्रि�याा केे 
लि�ए कि�याा जााताा थाा। 

संंस्‍‍कृत में ंवर्गगमूलू केे लि�ए वर्गग-मूलू (आधाार, काारण, उत्‍‍पत्ति�) और घनमूलू केे लि�ए घन-मूलू 
काा प्रयोोग कि�याा जााताा थाा। तत्‍‍पश्‍‍चाात संंस्‍‍कृत शब्‍‍द ‘मूलू’ कीी गणि�तीीय अवधाारणाा काा अनुकुरण 
अरबीी और लैैटि�न में ंपौौधे ेकीी जड़ केे लि�ए प्रयुकु्‍‍त उनकेे शब्‍‍दोंं क्रमश: जि�ध्र और मूलूांं�क (radix) 
केे मााध्‍‍यम सेे कि�याा गयाा थाा। भाारत में ं‘मूलू’ शब्‍‍द काा प्रयोोग कम सेे कम पहलीी शतााब्‍‍दीी साामाान्‍‍य 
संंवत् ्पूरू्वव सेे होोताा आ रहाा है।ै एक अन्य प्रयुकु्‍‍त शब्द पााद (पााद, आधाार, काारण, उत्पत्ति�) थाा। 
बह्मगुपु्‍‍त (628 साामाान्‍‍य संंवत्)् केे अनुसुाार, “कि�सीी कृृति� (वर्गग) काा पााद (मूलू) वह है ैजि�सकाा वह 
वर्गग होोताा है।ै”
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आइए, पता लगाएँ

1.	 27000 और 10648 काा घनमूलू ज्ञाात कीीजि�ए।

2.	 1323 कोो घन संंख्याा बनाानेे केे लि�ए आप कि�स संंख्याा सेे गुणुाा करंेंगेे? 

3.	 नि�म्‍‍न में ंसेे सत्‍‍य याा असत्‍‍य बतााइए। सााथ हीी अपनेे तर्कक  कीी व्‍‍यााख्‍‍याा कीीजि�ए।
(i)	 कि�सीी वि�षम संंख्याा काा घन सम होोगाा

(ii)	 ऐसाा कोोई पूरू्णण घन नहींं जोो 8 पर समााप्‍‍त होोताा है।ै
(iii)	 2 अंकंीीय संंख्याा काा घन 3 अंकंीीय संंख्याा होो सकताा है।ै
(iv)	 2 अंकंोंं वाालीी संंख्याा केे घन में ंसाात याा अधि�क अंकं होो सकतेे हैं।ं
(v)	 घन संंख्यााओं ंकेे गुणुनखंडंाेंं� कीी संंख्याा वि�षम होोतीी है।ै

4.	 आपकोो बताायाा जााताा है ैकि� 1331 एक पूरू्णण घन संंख्‍‍याा है।ै इस संंख्‍‍याा काा गुणुनखंडं कि�ए बि�नाा 
क््‍यया आप अनमुान लगा सकते हैैं कि इसका घनमलू क््‍यया ह?ै इसी प्रकार 4913, 12167 और 
32768 के घनमलूोों का अनमुान लगाइए।

5.	 नि�म्नलि�खि�त में ंसेे सबसेे बड़ाा कौौन है?ै अपनेे तर्कक  कीी व्यााख्याा कीीजि�ए। 

	 (i)   673 – 663	 (ii)   433 – 423	 (iii)   672 – 662	 (iv)   432 – 422

	� कि�सीी संंख्याा कोो स्वयंं सेे गुणुाा करने पर प्रााप्‍‍त संंख्याा कोो वर्गग संखं्याा कहते हैं।ं प्रााकृृत संंख्यााओं ं
केे वर्गोंं कोो पूूर्णण वर्गग कहते हैं।ं

	� सभीी पूरू्णण वर्गग संंख्यााएँँ 0, 1, 4, 5, 6 याा 9 पर समााप्‍‍त होोतीी हैं।ं वर्गोंं केे अंतं में ंकेेवल सम संंख्याा 
में ंशूनू्य होो सकतेे हैं।ं

	� वर्गगमूूल वर्गग कीी व्युतु्क्रम संंक्रि�याा है।ै प्रत्येेक पूरू्णण वर्गग केे दोो पूरू्णांं�क वर्गगमूलू होोतेे हैं।ं कि�सीी संंख्याा 
काा धनाात्मक वर्गगमूलू √ चि�ह्न द्वााराा दर्शाा�याा जााताा है।ै उदााहरण केे लि�ए  9  = 3है।ै

	� कि�सीी संखं्याा कोो स्वयंं सेे तीीन बाार गुणुाा करने पर प्रााप्‍‍त संंख्याा कोो घन कहते हैं।ं उदााहरण केे लि�ए 
1,8,27,... घन हैं।ं

	� एक संंख्याा पूरू्णण वर्गग होोतीी है ैयदि� उसके अभााज्य गुणुनखंडंोंं कोो दोो समाान समूहूोंं में ंवि�भााजि�त कि�याा 
जाा सके।

	� एक संंख्याा पूरू्णण घन होोतीी है ैयदि� उसके अभााज्य गुणुनखंड़ंोंं कोो तीीन समाान समूहूोंं में ंवि�भााजि�त 
कि�याा जाा सके।

	� 3  काा चि�ह्न घनमूलू कोो दर्शाा�ताा है।ै उदााहरण केे लि�ए 27
3  = 3 है।ै

सारांश
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दी गई संख््ययाओ ंको दखेिए–– 3    6    10    15    1 
ये इस प्रकार व््यवस््थथित की गई हैैं कि संलग््न संख््ययाओ ंका यगु््म जोड़ने पर एक वर््ग प्राप्‍त होता ह।ै

3 + 6 = 9, 6 + 10 = 16, 10 + 15 = 25, 15 + 1 = 16

1 सेे 17 तक कीी संंख्यााओं ंकोो एक पंंक्‍ति�ि� में ंइस प्रकाार व्‍‍यवस्थि�ित करने काा प्रयाास कीीजि�ए 
कि� प्रत्येेक संंलग्न संंख्याा युगु्म जोोड़नेे पर एक वर्गग प्रााप्‍‍त होो। 

क्याा आप इन संंख्यााओं ंकोो एक सेे अधि�क प्रकाार सेे व्यवस्थि�ित कर सकतेे हैं?ं यदि� नहींं तोो क्याा 
आप इसकीी व्यााख्याा कर सकतेे हैं?ं

क्याा आप इसीी प्रकाार कीी व्यवस्थाा 1 सेे 32 तक (पुनु: बि�नाा पुनुराावृतृ्ति�) कीी संंख्यााओं ंसेे कर 
सकतेे हैं ंपरंंतु ुइस बाार सभीी संंख्यााएँँ एक वृतृ्त पर व्यवस्थि�ित करनीी हैं?ं

वर्गाा�काार युुग्‍‍म!
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